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1. LEGIDE COMPOZITIE PE O MULTIME

1. 1. LEGI DE COMPOZITIE. PARTE STABILA

Breviar teoretic

Fie M o multime nevida.

e O functie ¢: M xM — M se numeste lege de compozitie (operatie algebricd) pe mulfimea
M.

e  Elementul ¢(x, y) se numeste compusul lui x cu y.

Adunarea si inmulfirea modulo n.

Fie neN siacZ.

e  Numdirul natural 7 care reprezintd restul impartirii lui @ la n se noteazd a modn si se
numeste restul modulo # al numérului a.

Pe multimea Z se definesc operatiile algebrice:
o @®:ZxZ—>Z, a®b=(a+b)modn, numiti adunarea modulo n.

¢ ©:ZxZ—Z, a®b=(a-b)modn, numiti inmultirea modulo ».
Adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo n
Fie ne N'. Pentru a e Z notdm a={a+nk |k € Z}, clasalui a modulo .

e Daci r=amodn, atunci d ={r+nk|keZ}=".

¢ Multimea Z = {6, i, i, e, B 1} se numeste multimea claselor de resturi modulo n.

Pe multimea Z, se definesc operatiile algebrice:

o "t“MZ xZ,—Z,, a+b=a®b, numiti adunarea claselor de resturi modulo n.
o "“Z XZ, 6 —1Z,, a-b=aOb, numitd inmultirea claselor de resturi modulo .

¢ O submultime S © M se numeste parte stabili a lui M in raport cu operatia algebricd "o",
dacid V x,ye S, implicd xoyeS.
In cazul in care S = M se spune ci M este parte stabild in raport cu operatia "o".

Exercitii si probleme rezolvate

"O "

1. Pemultimea M ={1,2,3,4} se defineste operatia algebrica
Vx,yeM.

a) Sise calculeze: 203, 304, 404.

b) Sise calculeze: (203)04 §i 20(304).

astfel: xoy=|x—y|+],

e O e G RO SR AT
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Solutie
a) Avem: 203=2-3|+1=1+1=2, 304=3-4|+1=1+1=2 §i 404=4-4|+1=0+1=1.
b) Se obtine: (203)o4=(|2—3|+1)o4=(l+1)o4=204=|2—41+1:2+1=3 si
20(304):20(|3—4|+1):20(1+1):202:|2~2|+1:0+1:1.
2. Pe mulfimea 7Z se defineste legea de compozitie " L " astfel: x L y =2xy+3x+3y—1,
Vv x,yelZ.
a) Sidsecalculeze: 2 L1, (=3) L(-5) si 2.L(—4).

b) Siserezolve ecuatia 2 L x =12.
Solutie

a) Avem: 211=2:2-1+3-2+3:-1-1=4+6-3+1=12; (-3) L(=5)=2-(-3)-(-5)+3-(-3)+
+3:(-5)-1=30-9-15-1=5; 2L (-4)=2-2-(-4)+3-2+3-(-4)-1=-16+6-12-1=-23.
b) Seobtinecd 21 x=2-2-x+3-2+3-x—1=7x+5. Rezulta ecuatia 7x+5 =12 cu solutia
x=1eR.
3. Pemultimea M,(R) se defineste opera;ia algebrica " L", astfel:

ALB=A-B+A+B, V A, BeM

11 2 -1
a) Sa se calculeze: (0 JJ_[ j (

11 3 4
b) Sa se determine matricea A stiind cd 4 J_[O J [2 4]

0wy 0 D S D )
L9000

EHITR S A K R RO T L

N R S

{2 S ) "

[\
—

Se obtine egalitatea de matrice: ( j si rezultd ecuatiile 2a+1=3,

11
a+2b+1=4, 2c=2, c+2d+1=4 cusolutiile a=1, b=1, c=1, d =1. Asadar A:(] J.
4. Fie M ={0,1,2,3} silegea de compozitic pe M, definitd astfel: xoy =min(x, y).
a) Sasecalculeze: 203, 003, 302,
b) Sai se alcatuiascd tabla opera‘uel' "
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Solutie
a) Avem: 203=min(2,3)=2, 0o3=min(0,3)=0, 302=min(3,2)=2.
b) Tabla operatiei:

2
3

—
(=Nl NollE= N
—_—
it
—_

1123

5. Pemultimea [ = [2, + oo) se considera operatia algebricd "o" definita astfel:

Xoy=xy—-2x—-2y+6, Vx,yel.

a) Sdsearatecd xoy=(x-2)(y-2)+2, Vx,yel.

b) Sisearate ca I esete parte stabild in raport cu legea
Solutie

a) Avem: (x-2)(y-2)+2=xy-2x-2y+4+2=xy-2x-2y+6=2x0y.
b) Fie x,yel. Rezulticd x,ye[2,+»), adicd x22, y>2 sau x-2>2, y—22>0. Prin

H "

inmultire se obtine ¢ (x—2)-(y—2) >0, de unde rezultd ci (x—2)(y—2)+222, deci xoy>2

sau xoyel.

1 2a
6. Fie M = { [ lae R} si operatia " L " pe M, definita astfel:

o

A(a) L A(b)= A(a)- A(b)+ A(a)+ A(b)-21,.
a) Sise calculeze 4(2)-A4(3) si 4(2)L A(3).
b) Sase calculeze A(a)L A(D).

c) Sasearate cd M este parte stabila in raport cu operatia " L ".
Solutie

3) Avem: A(2)=(g ‘1‘],,4(3):[(1) f] Rezuilts o A(2)-A(3):[(1) ‘I‘Mé fj:[(l) IIOJ
s A(z)iA(3)=A(2)-A(3)+A(2)+A(3)—212={(1) 110]{(1) ‘1‘]{(1) ﬂ_z(é ‘l)j:
1o 6 2 )

b - Fim st o= [ ] (b)=[(1) 25’]. Rezulta o A(a)_LA(b):[(l) 21‘1].((1) 21’3}
+((1) 21aj+[(1) 21bj_2((1) (1)]:((1) 2awlL2bJ +[?) 2a;2b]_[§ gj:((l) 4a%1—4bj.

1 4a+4b
c) S-aobtinutcd A(a)La(b)= (0 a: J = [(1) 2(2a1+ 2b)j. Se observi ci
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0 1

M este parte stabila in raport cu operatia " 1",

1 2
( (g +2b)J = A(2a+2b), deci are loc egalitatea A(a) L A(b)=A(2a+2b)e M. Asadar

7. Sase calculeze:
a) 7mod3, 8 mod5, 18 mod7.

b) 8@11 si (-3)®23, dacd n=>5.
©) 507 si 90(-8), daca n=10.
Solutie
a) 7mod3 =1, deoarece 7=3-2+1;
8 mod5 =3, deoarece 8 =5-1+3;
18 mod 7 =4, deoarece 18=7-2+4.
b) 8®11=(8+11)mod5=19mod5 =4, deoarece 19=5-3+4;
(-3)®23 =(-3+23)mod5 =20mod5 =0, deoarece 20=5-4+0.
¢) 507=(5-7)mod10=35mod10=5, deoarece 35=3-10+5;
90(~8)=(-9-8)mod10=(-72)mod10 =38, deoarece —72=10-(-8)+8.
8. S se calculeze:
a) §+§, §+1A1, 749 in Z,.
by 3.5 4.3 6.9z,
Solutie

(3+5)mod8 = 8mod8 = 0;

o
~—
W
+
W
Il

4.2 =(4-2)mod8 =8mod8 = ;

6-7=(6-7)mod8 = 42mod8 = 2.

9. Pemultimea Z se definesc operatiile algebrice x*y=x+y-3 si
xoy=(x-—3)(y—3)+3, Y x,yeZ.

a) Siserezolvein Z ecuatia xox = x*x.
b) Sa se determine a € Z, astfel incit xca =3, V x e Z.

x*(y+1)=4

, in Z.
(x—y)c>1=5 .

c) Si se rezolve sistemul {

Solutie
a) Ecuatia se scrie (x—3)(x—3)+3=x+x-3 sau, dupi reduceri, x* —8x+15=0 cu solutiile
X€ {3, 5}.

A S S S
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b) Avem xoa=3=(x-3)(a-3)+3=3 sau (x-3)(a~3)=0, deci a-3=0 si a=3.
x+(y+1) :{x+y 6

(x—y—3)(1—3)+3 =5
rezultd 2x =8 cu solutia x = 4. Din prima ecuatie se giseste ci 4+y =6, deci y =2.

c) Se obtine succesiv: { si prin metoda reducerii

x—y-3=-1

g

. Exercitii 5i probleme propuse

y+ a,i Vx:y eZ.

1. Pevmultlmea 7 sede 1mste operatla a gebrlca xo y =
a) Determinati a € Z pentru care 703=11;

b) Pentru a =1 rezolvati ecuatia (x+1)o(x+11)=19;
xoy=0

¢) Pentru a =-1 rezolvati sistemul de ecuatii { ( 2x) . (y + 1) ~10°

2. Pemultimea R se definesc operatiile algebrice xoy =x+y~17 si x Ly=xy+x+y,
Vx,yeR.

a) (203)L(304);
b) Rezolvati ecuatiile xo(3x+11)=8 i (2x) L (x+1)=19;
x 0(y+ 1) 0
L(y+1)=8
3. Pemultimea M ={0,1,2,3} se defineste legea de compozitie x L y = min(x,y), Vx,yeM.
a) Calculati (2L3) L1 si 21(3L1);

b) Alcituifi tabela operatiei “L”;
¢) Aritaticd M este parte stabild in raport cu legea “ L ”.

. : 1 x
4. Flemult1meaM={A(X)=(O l)lxeR}

¢) Rezolvati sistemul de ecuatii {

0 1 0 1)

b) Demonstrati cd multimea M este parte stabild a mul{imii M, ((C) in raport cu Inmultirea

; . 11 1 3
a) Rezolvatiin M ecuatia X - - :

matricelor;
¢) Calculati (4(1))"".

5. Pe multimea Z, se defineste operatia algebricd xoy =x+ ﬁy +3, Vx, veLs.
a) Calculati 203 si (§+i)o(§+2l),

b) Alcatuiti tabla operatiei “o”;

c) Aritati cd multimea Z, este parte stabild in raport cu legea “o

P

d) Si se determine x,y € Z, pentru care xoy = L
M
e N
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6. Pe R se defineste operatia x* y = xy +3x+3y +6.

Demonstrati cd G =(-3,0) este o parte stabild a lui R in raport cu “*”.
7. Fie H=NxN si (x,5)*(x,,5,)=(%x,,5 +»,) o operatie definiti pe H.
Stabiliti dacd H este parte stabild in raport cu “* .
8. Pemultimea 4= {0, 1,2, 3} se defineste operatia “ L ” prin x L y = restul impartirii lui
(x+1)"" prin 4.
Demonstrati ci 4 este parte stabili a lui N in raport cu “ L1 ”.
9. Fie G=(0,00)—{1} si xoy=x""" o operatic definiti pe G.
Demonstrati ci G este o parte stabild a lui R in raport cu “o”.

10. Determinati valoarea parametrului real m astfel incat intervalul (2,00) sa fie parte stabili a

lui R 1n raport cu operatia “** definitd prin x*y = xy—2x—2y+2m—1.

5y

11. Fie G=4{| * 3 |x,y €Q,x*-5y* =1t < M, (R). Demonstrati ci G este parte stabili a
3y x

lui M, (R) in raport cu inmulirea matricelor.

0 *
12. Fie matricea A :[] OJ si multimea H ={A" |neN }

Stabiliti dacd H este o parte stabild a lui M, (R) in raport cu inmultirea matricelor.
Alcétuiti tabla operatiei.

bx? —cx

13. Fie a,b,c e R si mulfimea H =<4, =

S O =

ax
1 x ||xeR}. Determinati a,b,c € R
0

astfel incat H s fie parte stabild a lui M, (R) in raport cu inmultirea matricelor.

14. Fie mulfimea F = {fm RoR|f,, =mx+n,mneR, m# 0}.
Studiati dacd F' este parte stabila in raport cu operatia de compunere a functiilor.
15. Fie a eN si H={a+b\3|a,bcQ, &* - ab’ =1}.
Determinati valoarea lui @ pentru care H este parte stabili a lui R in raport cu inmulfirea.
16. Se considerd multimea G = {(x,y) €ZxZ|x*-3y" = 1} si operatia
(x,y)*(z,t) = (xz+3yt, xt+yz). Si se demonstreze ci V(x,9),(z,t) € G, rezulti ci
(x,y) *(z,t) eG.

%
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17. Se considerd pe R operatia definitd prin x*y = xy—4x—4y+20,(V)x,y € R si multimea
G =(5,00).
a) Si se demonstreze cd G este o parte stabild a lui R 1n raport cu “*” ;
xxy=z
b) S& se rezolve sistemul { y*z = x.

z¥x=Y

18. Pe Z se defineste legea de compozitie x L y=x+y+a, (V)x,y€Z,acZ.
a) Determinati a € Z pentru care Z este parte stabild in raport cu legea “ L™ ;

b) Determinati 4 = {a eZ|3131L..13= 52}.
e —

50 ori

19. Pe multimea C a numerelor complexe se defineste legea de compozitie

2, Lz,=2z2,—-2-2,+2,(V)z,2,€C.

a) Calculati E=(1-2i) L (1+1)L(-);

b) Demonstrati ci C este parte stabild in raport cu legea datd.

20. Pe multimea Z se defineste legea de compozitie x L y =2xy+3(x+ y)+3,(V)x,y e
Determinati 4 ={(x,y) e Zx%Z|(x—1) Ly =6, x L (y+1)=16}.

21. Fie G =(0,0)\{l}, Pe G == defineste legea de compozitie x*y = xw;,(V)x,y eG.

Rezolvati ecuatia x*»*~~ r=e’, unde e reprezintd baza logaritmului natural.

1. 2. PROPRIETATEA DE COMUTATIVITATE SI ASOCIATIVITATE

Breviar teoretic

Fie M o multime nevidd gi "o" o lege de compozitie pe M.
¢ Legea de compozitie "o" este comutativi dacd xoy =yox, Vx,yeM.

e Legea de compozitie "o" este asociativil dacd (xoy)oz=xo(yez), Vx,y,z€ M.

Exercitii si probleme rezolvate

1.  Sa se studieze comutativitatea legii de compozitie " L " pe multimea M, in cazurile:
a) M=R,xLy=x-(2-y)+2y;
b) M=Q,xLy=3x+4y-3;
¢) M=Z,xLy=|x—yl|.

Solutie
a) Avem: y Lx=y(2-x)+2x=2x+2y-xy si x Ly=x(2-y)+2y=2x-xy+2y=
=2x+2y—xy. Asadar x L y=y L x, Vx, ye M, deci legea este asociativa.

L
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